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1 RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE ET DE CALCUL DIFFE-
RENTIEL

Exercice 1.1. Soitu = (?),v: ( 1

0 1
des vecteurs de R3. On consideére aussi k € R un scalaire. Calculez le résultat des opéra-
tions suivantes et expliquez, le cas échéant, pourquoi celles-ci ne sont pas définies.

0 0
) etw= (g) des vecteurs de R? ainsi que a = (1) b= (1)

a. 3u—-2v+w

b. (u,u) + (u,v)
(ww+@v)=2-2+1-1+2(-1)+1-1=4.
C. [lull
lull = v/ (wuw) = V22 +12 = V5.

d. 3+w

Cette opération nest pas définie puisque w est un vecteur de R* et 3 un sca-

laire.

1

e. Z=——W

|Twl]

On calcule d’abord

Wil =/ (w, W)V 0% +22 =2,
Ainsi,
=3le) =1
7Z=—W=— = .
|[wl] 212) 1

f. ||zl



llz|| = v/ (z,2) = V02 +12=1.

On remarque donc que l'opération précédente a permis de normaliser le
vecteur z.

Exercice 1.2. Quelle est la valeur de I'angle 6 entre les vecteurs a et b de I'exercice précé-
dent?

On sait que l'angle aigu 0 entre a etb satisfait
(a,b) =lall-|/bl| cos 6.
On calcule donc respectivement
- llall=v02+12+0%2=1
- bll=V02+12+12=2

- (a,b)=1
Ainsi, on a
=
0 = arccos|— | = —.
4

V2

1

Exercice 1.3. Soit u € R et on pose n = T

u. Montrer que ||n|| = 1.

En utilisant les propriétés du produit scalaire et de la norme, on obtient
directement

1 ) L ww ||ul|?
u, uf= uu) = =
[lall  [[ull |[ul|? |[ul|?

(n,n) = (

2
des vecteurs suivants comme combinaison linéaire des vecteurs de cette base.

= (5 (i) e=fo)

. 1 .
Exercice 1.4. Soit ®8 = {u;,us} une base de R? avec u; = (1) etup = ( ) . Exprimez chacun



On considere la matrice A = (u; up) dont les colonnes sont les vecteurs
de la base B. Les coordonnées d'un vecteur b € R?> dans cette base sont
les coefficients de la combinaison linéaire de ces colonnes qui génére b.
Autrement dit, on peut les obtenir en solutionnant l'équation matricielle
Ax=Db.

On calcule d’abord la matrice inverse de A, soit manuellement ou a
l'aide de la TI. On obtient

2 1
ATl =13 %
~3 3
On obtient les coordonnées en multipliant les vecteurs fournis par l'inverse.
Par exemple,
=8
Ala=
[0
et on vérifie aisément que a = —3u;. On écrit alors
-3
a)y = .
(@)p ( 0 )

De maniere tout a fait similaire, on obtient enfin

1 2
(b)ss = (1) (©)s = (1)

Exercice 1.5. Soit T : R? — R? la transformation donnée par T(x,y) = (3x + y,2x — 5Y).
Montrer que T est une transformation linéaire.



. . . u v
Soitu,v € R? ainsi que des scalaires a, € R, avecu = (ul) erv= (vl) . Alors,
2 2
au; + pPv
au+ fv 1+ pun
aup + P,

Ainsi,

T(au+ pv) = (3x+y,2x—5y)
= B(auy + pv) + auz + Pvo, 2(auy + Br1) —5(au + fr2))
=aT)+pBTW).

Remarquons que nous aurions également pu fournir la matrice canonique
de T dont les colonnes sont l'image par la transformation T des vecteurs
{e1, ez} de la base canonique de R? et vérifier que la transformation corres-
pond bel et bien a la multiplication d’'un vecteur par celle-ci.

Exercice 1.6. Soit les matrices

1 2
1 -1 0 a b
A_(l 0 2),3_ 0 -1 etC—(C d)
1 3
| 1
ainsiquelesvecteursu:(2)€ﬂ122 etv=| 0 |eR3.
-2

Calculez le résultat des opérations suivantes et expliquez, le cas échéant, pourquoi celles-
ci ne sont pas définies.

a. Au

e )

La multiplication d’'un vecteur par une matrice est définie si la dimension
du vecteur coincide avec le nombre de colonnes de la matrice, ce qui n'est
pas le cas ici.

1
1 -1 0 1
=l )| o f=()




1 2 1 3
Bu= -1 (2): -2
1 3 7
d. ATu
1 1 1 3
Alu=[-1 0 (2): -1
0 2 4
e. ATA
1 2 -1 2
ATAa=|-1 G _01 g)— -1 1 0
0 2 0 4
f. CTc.
cTc=[? c)(a b\ a’+c*> ab+cd
“\b d)\c d) \ab+cd b*+d?*)
. . (1 -1 N , 11
Exercice 1.7. Montrer que la matrice A™" = 0 1 est'inverse de la matrice A = 0o 1)

1l s'agit simplement de vérifier que A- A™' = A™1. A= I,. On a effectivement
1 1)1 -1)_(1 0)_,
o 1Jlo 1/ o 1) *

Exercice 1.8. Expliquez en vos mots la différence entre une transformation linéaire et une
transformation affine.




Une transformation linéaire entre deux espaces vectoriels euclidiens en est
une qui satisfait la propriété démontrée a l'exercice 1.5. De maniere équi-
valente, elle peut étre réalisée par la multiplication matricielle. Cela exclut
donc tout translation non-nulle, puisqu'une transformation linéaire doit
avoir 0 comme point-fixe, autrement dit T'(0) = 0.

Par ailleurs, une transformation affine W est une transformation linéaire
suivie d’'une translation. On peut donc l'écrire de maniere vectorielle comme

W(x) = Ax+b,

ot A est la matrice canonique de la partie linéaire de la transformation et
b le vecteur de translation.

Exercice 1.9. Soit la matrice de rotation

_ [ cosB sinf
97 \-sin® cos)

Montrer que Oy est une matrice orthogonale, pour tout 6 € [0,27).

On voudrait montrer que Og = OQ_I. On calcule donc le produit

On-OF = cosf sinf)(cosf —sinf
4 “ |—sin® cos@/\sin@ cos
_ cos?0 +sin%0 sinf cosO — sinf cosO
~ |sin6 cosO —sinf cosh cos?0 +sin%0
1 0
-(; 1)_12.

1
Exercice 1.10. Soit A = (_2 )

reme spectral, c’est-a-dire qu’elle admet un base orthonormale B = {u;,uz} de vecteurs
propres.

). Vérifier que A est symétrique et qu’elle satisfait au théo-

Indication : vous pouvez faire appel a un logiciel de calcul symbolique (TI ou Wolfram,
notamment) pour calculer les vecteurs propres de A. Ensuite, il s'agit de vérifier qu'il s'agit
bien de vecteurs propres et qu'ils sont orthogonaux.

Exercice 1.11. Soit les fonctions suivantes

f(x) =sin(x), g(x) = X +2x+1eth(x)=InRx).

7



a. Que vaut la composition fog?Et go f?

e

On a directement

(fog)(x) = f(g(x)) =sin(x>+2x+1)

et
(gof)=g(fx) = sin®(x) + 2sin(x) + 1.

.

b. Calculer la dérivée (f o g)’'(x).

En vertu de la regle de la chaine, on a

(fog) (x) = f(g(x)g (x) =cos(x’ +2x+ 1)(3x* +2).

c. Calculer la dérivée (go f) (x).

Similairement au numéro précédent, on a

(gof) (%) = g (f(x) f'(x) = (3sin®(x)+2)(cos(x)) = 3sin®(x) cos(x)+2 cos(x).

d. Calculer la dérivée (hogo f) (x).

Il est plus simple ici de définir directement la fonction obtenue par la double
composition et de la dériver ensuite. Nommons la w(x). On a

w(x)=(hogo f)(x)=h(g(f(x) = In(2(sin®(x) + 2sin(x) + 1)).

En utilisant les propriétés du logarithme, le facteur constantIn?2 se détache
et devient nul apres la dérivation. On a ainsi

. 3sin?(x) cos(x) + 2 cos(x)
w(x) = — - .
sin®(x) +2sin(x) + 1

e. Calculer la dérivée (ho fog) (x).



En procédant de maniére similaire, on pose
w(x) = h(f(g(x)) = In@2sin(x® + 2x + 1)).

On calcule ensuite

Bx%+2)cos(x3+2x+1)

: = (3x2 +2) cot(x3 +2x+1).
sin(x3+2x+1)

w'(x) =

Exercice 1.12. Soit x : R> — R donnée par
x(u,v) = u? +2v

et y:R?> — R donnée par
y(u,v) =sin(u + v).

Soit également z : R* — R une fonction de (x, y) donnée par
z2(x,y) = (x))* + x +2y.

ATlaide de la régle de la chaine, calculer les dérivées partielles suivantes :

0z 0z 0z 0z
0x’ dy’ ou’ ov’

On calcule directement les dérivées partielles

az—2x2+1 az—zx2 +2
ox Y "oy Ve

Aussi, en vertu de la regle de la chaine en plusieurs variables, on a

9z _0z0x 020y
du 0xou dyou
= Rxy*+1)2u+ 2x°y +2) cos(u + v)

Pareillement,
0z azc’)x+ 0z 0y
dv 0xdv Odydv
= Q2xy*+1)-2+ (2x°y +2) cos(u + )

=2[2(? +2v)sin®(u+ v) + 1] + [2(u? + 2v)? sin(u + v) + 2] cos(u + v).

=2u[2(u? +2v) sin®(u+ v) + 1] + [2(u® +2v)? sin(u + v) + 2] cos(u + v).




Exercice 1.13. Soit x : R> — R donnée par

x(u,v)=u+ 2

et y :R?> — R donnée par
y(u,v) = —cos(u+ ).

Soit également z : R? — R une fonction de (x, y) donnée par
z(x,y) = x2y+2x+y.

Enfin, on poste u(t) = 2 et v(t) = 2t. Al'aide de la regle de la chaine, calculer la dérivée
totale z'(1).

Cet exercice est tres similaire au précédent dans sa premiere partie. On cal-
cule d’'abord directement les dérivées partielles

az—zx +2 aZ—x2+1
ox Y "y '

Aussi, en vertu de la régle de la chaine en plusieurs variables, on a

9z _0z0x 020y
Oou 0x0u Odyou

= (2xy+2)1+ (x*+1)sin(u+ v)

=2u[2(u* +2v)sin®(u + v) + 1] + [2(4* +2v)? sin(u + v) + 2] cos(u + v).

Pareillement,

0 _0z0x 020y
ov 0x0v 0dyadv

=(@2xy*+1)-2+ 2x*y +2) cos(u + v)

=2 [2(u2 +2v)sin®(u+v) + 1]+ [Z(u2 +2v)%sin(u+v) +2] cos(u + v).

Enfin, il sagit de remarquer que

Z' (1) _ 0=
© ot

B 0z 0x0u 0z0xdov

_— ——

" 0x0udtr O0x0v ot
0z 0you 0zdyov

dyou dt Oyodvar
On remarque finalement que

u'(r)=2t, V() =2.

10



Exercice 1.14. On consideére la fonction
flx,y) = x? +y2

et le point initial xy = (3, —2) € R?. Complétez les 2 premieres itérations d'une descente de
gradient visant a converger vers le minimum local (et global) de f en (0,0), avec le taux
d’apprentissage fixé an =1.

La fonction donnée est f(x,y) = x>+ y*> dont le gradient est
Vf(x,y) = (2x,2y). Notre point initial quant a lui est (6,—4) et le pas
est ﬁxéai.

Les itérations de descente de gradient sont donc les suivantes :

1. Point de départ (6,—4). En ce point, on aV f(6,—4) = (12,-8). Notre
second point est donc

(6) _4) - i(lz) _8) = (6) _4) - (3) _2) = (3) _2)

2. Point de départ (3,-2). En ce point, on a V f(3,-2) = (6,—4). Notre
second point est donc

(3,-2) - }1(6,—4) =3,-2)-(1.5,-1)=(@1.5-1).

On remarque bien qu’'on se rapproche graduellement du minimum local (et
absolu) situé a l'origine.

11



2 RESFAUX DE NEURONES PROFONDS

Exercice 2.1. Soit un réseau de neurones completement connexe % contenant 4 couches
de largeurs respectives d; = 100, d> = 50, ds = 10 et dy = 20.

a. La réseau est représenté par la fonction & qui est définie sur quel domaine? Et a
valeur dans quel espace?

r

Le réseau est représenté par une fonction

F R0 - R0,

b. Quelle estla profondeur de ce réseau?

r

La profondeur du réseau est de L = 4.

\

c. Combien de biais bﬁ ce réseau compte-t-il? Et quel est le nombre total de poids
w de F?
jk

r

Ce réseau contient

4
Y d;=100+50+10+20 = 180
i=1

neurones, donc tout autant de biais au total. Pour les poids, on peut
procéder couche par couche.

- De la premiere a la seconde, on a : 100 -50 = 5000 poids.
- De la seconde a la troisiéeme, on a : 50 - 10 = 500 poids.

- De la troisiéeme a la derniere, on a : 10 -20 = 200 poids.

Ainsi, le réseau possede un total de 5700 poides.

d. Combien de parametres doit-on initialiser avant de faire une premiere propaga-
tion avant?

Avant de faire la premiere propagation avant, il faut initialiser tous les
poids et les biais, soit donc un total de 5880 parametres.

Exercice 2.2. Soit le réseau de neurones & représenté ci-dessous.

12



O O O

Pour l'initialiser, nous fixons tout d’abord les poids suivants :
wfl =2, w%l =0.5, w‘i’l =-1, wfz =1,
ainsi que les biais suivants
bi =2,b5=0,b5=1,b; = —1.

Pour les besoins de 1’exercice, on utilise la fonction identité comme fonction d’activation
o(z)==z.

a. Placer les différents parameétres a ’endroit approprié sur le graphe du réseau.

b. Quelle fonction & calcule-t-il? Fournir le domaine, I'’ensemble d’arrivée ainsi que
la définition explicite de .

r

On a d’abord
X— x+2.

Puisque la fonction d’activation est l'identité, on peut calculer respective-

ment
. a%za(x+2):x+2
- a2 =2(x+2)+0=2x+4
. a%z%(x+2)+1:%x+2.
Finalement,

a:f = wflaf+ w§1a§+bff
1
= (—1)(2x+4)+1(§x+2)—1
1
:—2x—4+5x+2—1
3
=——x-3.
2
Donc, on a % : R — R avec

—3x
F(x) = — 3.
(x) 2

13



On suppose maintenant que I'on voudrait faire apprendre a ce réseau a multiplier par
deux. Plus formellement, la fonction idéale que cherche a approximer & est donnée par
y : R — R avec y(x) = 2x. On suppose aussi que nos données d’entrainement sont les
nombres entiers naturels, i.e. X;, =n, n€N.

c. Donner la définition de la fonction de cotit basée sur’erreur quadratique moyenne
(MSE), c’est-a-dire celle vue en classe.

r

On suppose la donnée d’entrée x = n € N est fixée. Alors,

C(x) = = (y(x) - a})?

Nl—= N —= N[~ DN~

d. Calculer les sorties a’(X,) du réseau pour n = 1,2 de méme que les sorties atten-
dues y(X}) pour ces mémes données d’entrainement.

- Pourn=1,0ona

-3 -
3 = = — - = — =
al)=1) = B 1)-3 o y@)=2.

- Pourn=2,ona

a2 =F(2) = _73(2) —3=-6; y(l)=4.

e. Calculer I'erreur du réseau sur ce mini-groupe de données.

14



On peut procéder directement a partir de la définition ponctuelle de la fonc-
tion d’erreur calculée précédemment. On obtient donc

1

2_2(C(1)+C(2))

1
c_%;cm_

1

=1 b0 -dW) + (y@- @@)’]
L (2_2 2+(4——6)2]

4 2

_1( 185 2)

=1 (2) + 10

~ 8.89.

Exercice 2.3. Donner la définition de I’erreur associée au j-éme neurone de la couche 2.
Expliquer en vos mots ce que celle-ci mesure a partir de la définition.

Lerreur du j-eme neurone de la couche ¢ est

50 e oC
i Kl 0’
z"
J
ol z est la préactivation de ce neurone. Elle mesure la possibilité d'amélio-
rer le réseau en modifiant les paramétres en interaction avec ce neurone,

i.e. les poids w_’} et le biais b? .
- Sid ? est « petit », alors ces parametres sont bien ajustés.
- Sid ﬁ est «grand », alors au moins un de ces parametres est mal ajusté

et peut-étre modifié de maniére a faire significativement diminuer
Uerreur C du réseau, via l'opération de descente de gradient.

15



Exercice 2.4. Enoncer les quatre équations de la rétropropagation. De quelle maniére
pouvons-nous les utiliser pour calculer le gradient d'une fonction de cotit?

Les 4 équations de la rétropropagation sont respectivement

-(RP1) .
C
L _ 1 0
5] = Q'O' (Z])
j
-(RP2)
¢ Y ¢ ¢
5]-:Zk"wk]+.l-6k“-a'(zj)
-(RP3)
O_C:(slf
¢ j
ab].
-(RP4) -
C v
ow’ _6j.ak
ik

On utilise d’abord (RP1) pour calculer les erreurs 6 f associées aux neurones
de la couche de sortie. Ensuite, on utilise successivement (RP2) pour cal-
culer les erreurs 5? d’'une couche a partir de celles 6?“ de la couche qui la
suit.

Cest en ce sens que nous pouvons parler de rétropropagation, puisque
cette maniere de procéder débute avec la toute derniere couche et propage
vers l'arriere jusqu'a l'atteinte de la couche d'entrée.

Finalement, on utilise (RP3) et (RP4) pour calculer les dérivées par-

) oC aC . .
tielles —, —— qui composent le vecteur gradient VC.
ob ow’,

16



3 PROBLEMES D’APPRENTISSAGE

Exercice 3.1 Nous voulons poursuivre notre exploration de la fonction de cotit d’entropie-
croisée, donnée par

C= —%Zyln(a) +(1-y)In(1-a),

ol a = a(x) est la sortie du réseau associée a 'entrée x et y = y(x) est la sortie souhaitée
pour x.

a. Vérifier que la fonction de cotit produit une sortie proche de 0 lorsque y = 0.5 et
a~=0.5.

=1 ~1 —a~1
Siy=3etax=j, alorsonal—a= 5 detelle sorte que

1
In(a) = In(1 — a) = In (5) =In(1) - In(2) = —1n(2).
Ainsi, pour x fixé, on a

1 1
Cy=- (5(—ln(2)) + 5(_ln(2)))

=1n(2).

Il s'agit de l'entropie croisée minimale dans ce cas.

b. On considére un biais quelconque bf du réseau. Calculer la dérivée partielle

oC
obl’
J

17



On posea=0(z) ety = y(x). Ainsi

oC 0 1
ob; = ob; —;;yln(aﬂ-(l—y)ln(l—a)
_ iy L Y (o
- n;y o(2) U(Z)+1—U(Z) @)

B _lz yo'(2)(1-0(2)) - (1 - y)o(z)o’(2)
 n4& 0(2)(1-0(2)

1
= ——Zy—ya(z) —0(2)+ y(2)
n-y
1
==Y (0(2)- ).
n-y

Dans le traitement plus haut, nous avons utilisé le fait que

o' (z) =021 -0(2)).

c. Est-ce quel’expression obtenue permet d’éviter les problemes d’apprentissage cau-
sés par 'usage conjoint de la fonction d’erreur quadratique (MSE) et de la sigmoide
dela section 3.17

Oui, car la dérivée partielle est controlée par (a” — y) et nest pas affectée par
une éventuelle petite dérivée o' (z) de l'activation, comme c'était le cas en
3.1.

Exercice 3.2 On se propose d’explorer le concept d’initialisation aléatoire des parametres
en considerant le réseau de neurones suivant :

O O O

Soit également la distribution discrete W de support {0, 1} et dont la fonction de masse
p(x) est uniforme, i.e

1
p0)=pQd)= >

On considere également la distribution discretre B de support {0, 1,2} et dont la fonction
de masse g(x) est également uniforme, c’est-a-dire donnée par

1
q0)=q()=q(2) = 3

18



Rappel : la fonction de masse décrit les probabilités qu'une variable aléatoire suivant cette
distribution prenne les différentes valeurs possibles de son support. Par exemple, dans les
1

distributions que l'onv vient de présenter, p(0) = 5 veut dire qu'une variable aléatoire sui-

vant la distribution W a une chance sur deux de prendre la valeur 0.

Finalement, on fixe la donnée d’entrée x = 1 et on n’utilise pas de fonction d’activation
(autrement dit o(z) = z). On suppose que seul le neurone du centre possede un biais b et
on note par w; et w, les deux poids du réseau.

a. On initialise le réseau en échantillonant w; ~ W, w, ~ W et b ~ B. Le réseau est
maintenant une variable aléatoire Y. Donner le support ainsi que la fonction de
masse de Y.

On a w; ~ W, avec fonction de masse p(x); p(0) =p(1) = % Autrement dit,
1
Pwi=0)=P(w;=1) = 7

Aussi, b ~ B, avec fonction de masse q(x); q0) = q(1) = q(2) = % Autre-
ment dit,

1
P(b=0) :P(bzl):P(bZZ):§.
Puisque o = 1d, le réseau calcule
Y(x) = wa(wyx+ b) = wo w1 X+ wob.

Comme wy, wo, b sont des variables aléatoires, la sortie du réseau est aussi
une variable aléatoire. Chacune des sorties possible survient avec une pro-
babilité de % . % % = % En effectuant le dénombrement, on obtient que
le support de la variable aléatoire de sortie Y est {0,1,2,3}. Sa fonction de
masse est donnée par

1
, etp(3) = —.
B 12

| =

(0)—7 (1)—2—1 (2)—2—
PO= P =g P9 =107

b. Calculer I'espérance de w; et de b.

19



A partir de la définition de U'espérance mathématique, on calcule
1
E(w1) =0-P(wy =0)+1P(w; =1) = 3"
De maniere similaire,

E(b))=0-P(b=0)+1-P(b=1)+2-P(b=2)=1.

c. Calculer la variance de w; et de b.

A partir de la définition de la variance, on a
Var(wy) = E(wf) - E(wn))®

. 2. 1) - (L2=1-1
pO)+1%-p) - ()P =1-1

02
3
=7

Similairement,
Var(b) = E(b%) — (E(b))?

:(Oz-p(0)+12-p(1)+22-p(2))—12:g—l

Wi

d. Est-ce quel'initialisation de ce réseau aléatoire satisfait le troiseme critére du théo-
reme de Hanin-Rolnick?

Pour satisfaire le 3eme critere du théoreme de Hanin-Rolnick, il faut que la
variance d'un parameétre associé a la couche ¢ soit égale a

2 2
fan-in  dy_,

Ici, d = 1 pour les 3 couches et il faudrait donc des variances de % =2, cequi
n'est pas le cas apres les calculs du numéro précédents.

Exercice 3.3 Soit le réseau profond suivant, qui prend en entrée un vecteur de R* et pro-
duit un nombre réel en sortie.
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On désire intialiser aléatoirement les parameétres de ce réseau de maniere a respecter les
critéeres du théoreme de Hanin-Rolnick. Pour chaque poids w]’f . etbiais bf duréseau, four-
nir une distribution probabiliste qui soit telle que ces conditions d’application du théo-
reme sont remplies.

Ceréseau a L =4 couches avecd, =4,d> =12,d3 =8,ds =1..

- Pour les parametres associés a la couche ¢ =2, i.e. b? et w% i il faut

que
v 2 2 2 1
ar=————=—=— = —,
"fan-in" d; 4 2
- Pour les parametres associés a la couche ¢ = 3, i.e. b? et w? i il faut
que
2 2 2 1

var= "fan-in" 4 12 6
- Enfin, pour les parametres associés a la couche ¢ =3, i.e. b;f et w? L il
faut que
2 2 2 1
"fan-in" d; 8 4
Pour tous ces parametres, on peut choisir une distribution normale de va-

g oz 101 1
riance approprié, soit 5, s ou 3 selon le cas.

Var =
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4 UNIVERSALITE ET PUISSANCE EXPRESSIVE

Exercice 4.1 Répondre par vraiou faux a chacun des énoncés suivants portant sur le théo-
reme de Cybenko. Lorsque vous répondez faux, justifiez.

On rappelle d’abord ici le type de réseaux utilisés dans le théoreme Cybenko :
D . .
§=1Gx)=) ajow! -x+bj): w eR%a;,bjeRy.
j=1

a. Pour toute fonction continue f*(x), il existe un réseau G(x) € S tel que f*(x) =
G(x).

Faux. On peut approximer arbitrairement pres, mais rien ne garantit qu'un
réseau G(x) existe tel que G(x) = f*(x).

b. L'énoncé du théoreme nous dit que plus € > 0 est petit, plus 'approximation d'une
fonction idéale f* par un réseau G(x) € S est précise.

[ Vrai.

c. Il est possible d’appliquer tel quel le théoreme de Cybenko en choisissant ReLU
comme fonction d’activation, i.e. en fixant o(z) = maxo, z.

Faux, car o = ReLU n’est pas sigmoidale :

lim ReLU(z) = co.
Z—00

d. On peut approximer n'importe quelle fonction continue a un degré arbitrairement
précis avec un réseau G(x) € S qui contient un nombre fixe de neurones.

Faux. Pour améliorer l'approximation, il faut typiquement augmenter le
nombre de neurones de la couche du milieu. Autrement dit

N =N(e) — oo si e—0.

.

e. Lesréseaux G(x) € S du théoreme de Cybenko sont profonds mais peu larges.

[ Faux. 1ls sont peu profonds L = 3 mais larges.
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Exercice 4.2 On rappelle qu'une fonction simple est une combinaison linéaire de fonc-
tions indicatrices, c’est-a-dire qu’elles sont de la forme

N
S(x) = Z ai%(al‘,bi)y
i=1

etoll ;X (4, b, estlafonction indicatrice de I'intervalle (a;, b;), c’est-a-dire la fonction qui
prend la valeur 1 si x € (a;, b;) et 0 sinon.

Soit maintenant la fonction f : [0,2] — R donnée par f(x) = x2.

a. Approximez f par une fonction simple qui contient un morceau.

4,
3|

2 2
11
%0 0.5 1 15 >

X

On veut donc approximer cette fonction avec une expression de la forme

N
s(x) =) aixi(ai, b)),

i=1

out yi(a;, b;) est la fonction indicatrice de l'intervalle (a;, b;). On commence
donc avec un seul morceau et on cherche

$1(x) = a;.

Quelle amplitude a, choisir? 1l semble raisonnable de choisir la valeur
moyenne de f sur[0,2] :

Donc, s;1(x) = %.

\

b. Approximez f par une fonction simple qui contient deux morceaux.
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Meéme chose, mais avec s>(x) = a1 ) ,1) + ®2X1,2)- Les coefficients a; et a:
correspondant a la valeur moyenne respective de f sur les intervalles (0,1)
et(1,2). On calcule

1 ! 1 1 [? 7
=— | xPdx==, ap=——| x*dx=-.
1-0Jo 3 2—-1 3

aj

On obtient donc la fonction simple d’ordre 2 suivante

( )
SZ X 2) .

c. Approximez f par une fonction simple qui contient quatre morceaux.

Meéme chose, mais cette fois-ci avec n = 4 morceaux. On partitionne l'inter-
valle ainsi (0, %), (%, 1),(1,3) etenfin (3,2). On aura

$a(X) = @1X(g,1) T @2X (1 1)+ A3X(1,3) T A4X (3 1y

On calcule les ampltudes de maniere similaire aux exemples précédents. On
a

1
1 2 1 1 1
=5 fxzdx:—; ay = fl
2 0Jo

7
: xdx=—
12 1-5J1 12
ainsi que
1 [ 19 1 [? 37
a3=5— xdx=—; a2=—3 xdx="—
s—1h 12 2-3J3

On obtient finalement la fonction simple d’'ordre 4 suivante

1 7 19 37
@)= roh o prah T R
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5 ROLE DE LA PROFONDEUR DANS LA PUISSANCE EX-
PRESSIVE

Exercice 5.1 Soit la fonction

1-2x  si0sx<3
flx) = o
2x-1 siz=sx=1
a. Tracezle graphe de f.
1 .
X)
1
1
xu
0.5
1
-1
- On remarque par ailleurs
que
fx)=-m(x)+1.

b. Créez un réseau de neurones qui calcule exactement f, i.e. dont la sortie est al =

fx).

On fixe d'abord o = ReLU. Aussi, nous avons vu que
m(x)=0Ro(x)—4o0(x—1/2)).

Ainsi, f(x) = —m(x)+ 1 peut étre calculé en rajoutant une couche de 1 neu-
rone au réseau qui calculaitm(x) avec un poids de w = —1 et un biais associé
au nouveau neurone del.. Ainsi

at=o(-mx)+1) = f(x).

c. Approximez f par une fonction simple qui contient quatre morceaux.
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Il s'agit de considérer

Sa(x)=a;x(0 1)+a (1 1)+a (1 3)+a (3 1)
4 - 1% )4 ZX 2)4 3X 2)4 4X 4) »

avec

5 1 5
a1=—, dr=—, 3 =—, d1 = —.
1=y B2y By %17y

.

d. Tracezle graphe de la composition @ (x) = (fo f)(x).

Il s’agit d’'une fonction en dents de scie définie sur (0,1) et qui prend la valeur
1en0,1/2,1et0enl/4et3/4.

e. Créez un réseau de neurones qui calcule exactement @ (x).

[ Il s’agit simplement de coller horizontalement deux fois le RN obtenu en (b).

f. Les fonctions f sont linéaires par morceaux. Combien de morceaux posséde

f(n)?

- 1 possede 2 morceaux (on se restreint a Uintervalle [0,1].)
- @ possede 4 = 2°> morceaux.

Exercice 5.2 On se place dans le contexte du test de classification a n-points dont nous
avons discuté en classe en prélude au théoreme de Telgarsky. On rappelle que la discréti-
sation f d’une fonction f: [0,1] — R est donnée par

f(x):{l si f(x)=

1
2
0 sif(x)<%

Lerreur E(f) associé a f est alors définie comme la proportion des n-points qui ont été
mal classés par cette discrétisation, c’est-a-dire

E(f)= Z%Zx{f(xi) £ yi}.

On considere la fonction f(x) = x? sur l'intervalle [0, 1]. Calculez E(f) pour le test de clas-
sification avec n=1,2,3.
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La discrétisation de f(x) est

. 2
f(x):{l Six° =

0 six?<

D= D=

Le seuil est donc ici d’environ 0.7. Lerreur £(f) de f(x) = x2% au test de clas-
sification est la proportion des points qui ne sont pas traversés par la discré-
tisation f. On a donc

% sin=1
E(f) = i sin=2

4 _ 1 .

5=3 sin=4.

Exercice 5.3 Expliquez en vos mots la signification et la portée théorique du théoreme de
Telgarsky.
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6 INTRODUCTION A IAPPRENTISSAGE PROFOND GEO-
METRIQUE

Exercice 6.1. On suppose qu’'un réseau de convolution recoit en entrée une image de for-
mat de 32 x 32 pixels.

a. Combien de neurones possede la couche d’entrée de ce réseau?

Ona
d; =32%x32=1024.

b. Si vous créez un filtre h de taille 5 x 5, quelles dimensions aura la sortie obtenue
par la convolution de 'image initiale avec h?

[ La sortie aura alors une dimension de 28 x 28 = 784.

Note : on suppose ici que la couche convolutionnelle ne fait pas de padding et a un
stride (pas) unitaire.

c. Quelle propriété structurelle des images les distingue des graphes et nous permet
d’'implémenter naturellement une couche de convolution sur celles-ci?

[ Organisation en grille, c’est-a-dire structure euclidienne sous-jacente.

Exercice 6.2. On rappelle que le laplacien, noté A, est un opérateur différentiel qui agit
sur des fonctions f(x1, xo, ..., X,;) de n variables de la maniére suivante

Par exemple, pour une fonction de deux variables f(x, y), le laplacien devient

_Of S

Af=— .
! 6x2+6y2

Note : le signe négatif devant la somme est une convention qui nous permet de s'assurer
d’avoir des valeurs propres non-négatives.

a. Que devient le laplacien lorsque n = 1, c’est-a-dire lorsqu’on le fait agir sur des
fonctions d'une seule variable?
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Sin=1,0ona
d2

dx?’

soit l'opérateur de dérivée seconde pour les fonctions d'une variable.

b. Vérifier que sin(1x) et cos(1x) sont des fonctions propres de A et identifier la va-
leur propre associée.

r

On calcule directement

d? d
A(sin(Ax)) = - — sin(Ax) = —— A cos(Ax) = A2sin(1x),
dx? dx

et donc la fonction sin(Ax) est une fonction propre de valeur propre A>. De
maniere tout a a fait similaire, on a

d? d
A(cos(Ax)) = ——— cos(Ax) = — Asin(Ax) = A% cos(Ax).
dx? dx

c. Soit f(x,y) = x>+ y?. Calculer Af.

s

Pour une fonction de deux variables, le laplacien devient

’f 0°f
=[5+ 550)
Puisque,
o’ f 3 0’ f _5
oxz  o0y2

onadoncqueAf(x,y) =4.

d. On considere la famille de fonctions
Pm,n(x,y) =sin(mx)sin(ny),

indexées par (m, n) € Z2, c'est-a-dire que (m, n) est n'importe quel couple d’entiers
relatifs. Montrer que ¢, , est une fonction propre du laplacien et donner la valeur
propre correspondante.
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On calcule

2
% : % D - .
— =mcos(mx)sin(ny); —— =-—m"sin(mx)sin(ny).
o (mx)sin(ny) 552 (mx)sin(ny)
Les dérivées par rapport a la variable y se calculent de maniere similaire

2

(610) . . _ 2 . .
— = nsin(mx) cos(ny); = —n”sin(mx)sin(ny).

oy 0y2
Ainsi,
o 0% s
A = || =22 2| = . .
Pm,n (6x2 + 6y2) (m* + n°) sin(mx) sin(ny)
= Am,n‘l)m,n-

Donc, les éléments de la famille ¢, ,, sont des fonctions propres du A avec
valeur propre A, = (m? + n?).

Exercice 6.3. Un champ vectoriel est une fonction dont la sortie est un vecteur, par oppo-
siton aux fonctions usuelles dont les sorties sont des nombres (ou scalaires). Par exemple,
I'application F : R> — R? donnée par

F(x,y)=(2x,2y)

est un champ vectoriel.

a. Calculer le gradient V f de la fonction f(x, y) = x* + y*. Que remarquez-vous?

On a directement
Vf=(02x2y)

qui est donc un champ vectoriel sur R?.

On souligne donc que le gradient transforme des fonctions en champs vectoriels. Lopé-
rateur de divergence, noté div agit quant a lui dans la direction opposée et transforme des
champs vectoriels en fonctions. Plus précisément, étant donné un champ vectoriel F, la
divergence de ce champ est donnée par

no9 0 0 0
divF=) —=—+—+..+—.
v ,:Zi 0x; O0x3 0xp 0xy,

b. Calculer la divergence du champ vectoriel F tel que défini au début de cette ques-
tion. Que remarquez-vous?
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Ona
2 0
dif/f =) ——
vk ; ox;  ox ' dy
0 (2x) + 0 y)=2+2=4
Tox TV Tay TR
Donc, —divF = —divV f = -4, tout comme lorsque nous avions calculé le
laplacien de f (x, y). Ce n'est pas un hasard comme nous allons le démontrer
au prochain exercice.
c. Montrer que A = —divV, i.e. montrer que
L o*f
—divV f = —.
F=-L 3
A partir des définitions respectives, on a
no9 no9 af ) n 62
—divVf=-) —(Vfi)==-) —|=—|=-) —5=A
v f l; Gx,-( ) l; ox; (Gxi l;l 0x? !

Exercice 6.4. Expliquez en vos mots en quoi le théoreme de Hilbert-Schmidt est analogue

au théoreme spectral pour les matrices symétriques

Il permet d’établir que les fonctions propres du laplacien forment une base
orthonormale de lespace L*(X), oit X < R" est le domaine des fonction sur

lequel agit le laplacien.

Exercice 6.5. Soit X  R. On rappelle que I'espace L?(X) contient I’ensemble des fonc-
tions de carré intégrable a valeurs réelles et définies sur X. Autrement dit, u € L2(X) si et

f If(x)lzdx<oo.
X

seulement si

espace L?(X) est un espace dit hilbertien parce qu’il porte un produit scalaire, en tout
point analogue a celui que vous utilisez usuellement avec les vecteurs de R”. Ce produit

L’
scalaire est défini avec I'aide de I'intégrale. En effet, pour tout u, v € L2(X), on a

(u, U)X::f u(x) - v(x)dx.
X

On considére maintenant les 4 fonctions suivantes
ux)=e ¥, h(x) =

f=e",8x)= i1
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Note : pour calculer les intégrales nécessaires pour répondre aux prochaines sous-questions,
vous pouvez et devriez utiliser la TI ou un logiciel de calcul symbolique!

a. Parmi les 4 fonctions présentées ci-haut, dire lesquelles font partie de LR et justi-
fier sa réponse.

r

Pour appartenir a L*(R), une fonction doit satisfaire

flflzdx<oo.
R

On vérifie aisément que f, g € L*>(R), mais que u, h ¢ L*(R).

.

b. Parmi les 4 fonctions présentées ci-haut, dire lesquelles font partie de I[2[0,1] et
justifier sa réponse.

Toutes les fonctions, i.e. f, g, u et h, sont dans L?([0,1]) car pour chacune de
ces fonctions, on a

1
f |fI? dx < co.
0

.

c. Calculer le produit scalaire suivant

(h, W01

Il s'agit de calculer l'intégrale

1 1
(h, W01 :f h(x)u(x) dx:f xe *dx = 0.26.
0 0

.

d. Calculer le produit scalaire suivant

(f) g)R

Il faut cette fois-ci calculer l'intégrale

dx =1.34.

(f,g)R=ff(X)g(x)dx:fe‘x2
R R

1+ x2

Exercice 6.6. On rappelle que la transformée de Fourier f d’une fonction f:R — R estla
fonction définie par

Fift=f©) = ij(t)ez’”ffdt.
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De plus, la transformée inverse de Fourier est obtenu via
. 1 A ,
FHfi=fw=—x f (e de.
n=1 V2 Jr !

a. Ecrire I'expression de la transformée de Fourier comme un produit scalaire sur R.

r

Ona

FO=F () = fR FOE™ dt = (F(1), 1) e,

ot la derniere notation indique que la variable libre sur laquelle est pris le
produit scalaire est t € R.

b. Ecrire I'expression de la transformée de Fourier inverse comme un produit scalaire
sur R.

Ona

fo=F"1Hx= fR fOe 2l aE = (f(&),e 2™ eep,

ot la derniere notation indique que la variable libre sur laquelle est pris le
produit scalaire est ¢ € R.

.

c. Vérifier que les exponentielles complexes qui apparaissent dans ces produits sca-
laires sont des fonctions propres du laplacien en 1 dimension, agissant sur la va-
riable t pour & et sur ¢ pour la transformée inverse % 1.

r

Il s'agit d'un calcul direct, dans les deux directions. On

; d? ;
At(ezﬂflft) = ﬁ(ezﬂlft)

— (Znié-)ZeZHift

Du coté de la transformée inverse, on a plutot
. d> .
A e—2m£t -~ e—met
&l ) ez ( )
= (-2mit)?e 2mic!

- (—47[2t2)€_2m§t = A/(pl‘-

Exercice 6.7 Soit le graphe G donné par les sommets V = {1, 2,3} et la matrice d’adjacence
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des poids

a.

b.

0o 1 2
W=11 0 -1]{.
2 -1 0

Dessiner le le graphe G en indiquant les poids reliés a chacune des arétes qu’il
possede.

Une fonction sur G est une fonction définie sur les sommets, soit une application
f:V —R.Lensemble L2(V) est’ensemble de toutes ces fonctions, qui sont en fait
des vecteurs de R” et on écrit alors

L*(V) = R".

Quelle est la valeur de n ici?

On a l'isomorphisme suivant
L*(V)=R",

avecn=|V|=3.

On rappelle que le gradient est une application
V:L2(V)— [*(&)
donnée par
(V)i j = uli) — u(j),
et oi1 L?(&) est 'ensemble des fonctions défines sur les arétes de G. Autrement dit,
le gradient transforme des fonctions prenant comme un argument un sommet i €

V en fonctions prenant en argument une aréte (i, j) € &. On considere maintenant
la fonction u € L2(V), donnée par u = (1,—1,2)". Calculer Vu.

Ona
& =1{(1,2);(2,1);(1,3);(3,1);(2,3);(3,2)}.

1
et le gradient est l'opérateurV : L>(V) — L?(&).Ainsi, pouru=|-1|,, ona
2
S (Ve =ul)-u@) =1--1=2.

0 (Vu)(l,g) = u(l) — u(3) =1-2=-1.
- (Ve =u@ -u@) =1-2=-3.

On complete finalement en remarquant que, par antisymétrie, on a

Vu) i, j) =—(Vu),p.
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d. Lopérateur de divergence est quant a lui un opérateur div : £2(&) — L?(V) qui
transforme des fonctions définies sur les arétes en fonctions définies sur les som-
mets. Cet opérateur est agit sur F € L?(&) par

divF(i)= ) W;j-Fij.
j:i,j)e&

Calculer —divVu.

PourFe L%(&), ona
divF(i)= ) W;;-Fjj.
jii, ))&
Ainsi,
—divVu(l):— Z le-Vlju:—(ng-V12u+W13-V13u):—(2—2):0.
j:1,))e€
Similairement,
—divVu) =- Z ng-szu:—(ng-V21u+W23-V23u):—(2+3):—1.
j:2,))e&
Enfin,
—divVu(3) = — Z ng-ngu:—(ng-V13u+W32-V32u):—2+3:1.
j:3,))€&
On peut donc conclure que
0
—divVu=|-1]|.
1

e. Par analogie avec le laplacien usuel, le g-laplacien A : L (V) — L?(V) est défini par
Au=-divVuy,

ce qui revient a
Au@=- )Y W@ - u@).
j:,j)eg
Vérifier que vous obtenez la méme réponse qu’en (d) en utilisant plutot cette défi-
nition pour calculer directement Au.
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On a par définition
Au@=- )Y W;ju@) - u))

j:i,)eg

1

avecu= | —1|. Nous allons calculer sommet par sommet, indviduellement.
2

D’abord,

Au(1) = = (Wiz(u(1) — u(2)) + Wiz(u(1) — u(3)))
=—(1A@--1)+2(1-2))=—-(2-2) =0.

On passe au sommet suivant :

Au(2) = = (W21 (u(2) — u(1)) + Was(u(2) — u(3)))
=-1(=2)+ (=D - (=3)=-1.

Enfin,

Au(3) = — (Way (u(3) — u(1) + Wap (u(3) — u(2)))
=—@2-2-1)-1.2--1) =1.

On obtient donc bel et bien le méme vecteur de sortie qu'avec l'autre mé-

0
thode de calcul, soit (— 1) .
1

f. Puisque le g-laplacien transforme linéairement des vecteurs de L?(V) =R" en vec-
teurs de R”, il peut-étre représenté par une matrice. En effet, on a

-A=D-W,
ol W est la matrice adjacente des poids et
D = diag{deg(1),deg(2),...,deg(n)}.

On rappelle deg(i) = 2. ; W;; retourne la somme de tous les poids qui connectent
avec le sommet i. Utiliser cette définition matricielle pour calculer une nouvelle
fois Au.
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Dans notre contexte, la définition matricielle du laplacien devient —A = D—
W, avec la matrice diagonale des degrés obtenue via

D = diag{.deg(1),deg(2),deg(3)}.
Le calcul des degrés nous donne d’abord

- deg(l) = Wi + Wiz =3,
- deg(2) = Woz + W =0,
o deg(3) =Wz, + W3y = 1.

Ainsi,
3 00 0 1 2 3 -1 2
-A=10 0 0O|—-|1 O -1|=|-1 O 1
0 0 1 2 -1 0 -2 1 1
Une simple multiplication matricielle permet enfin une nouvelle fois de
confirmer que
3 -1 2 1 0
-Au=—-|-1 0 1f||-1|=|-1].
-2 1 1 2 1

1l est donc clair qu'il existe plusieurs manieres distinctes d’envisager le la-
placien sur un graphe. Les premieres définitions ont l'avantage d’'étre simi-
laire a la version usuelle continue du laplacien, tandis que la derniére est
défintiviement plus pratique du point de vue calculatoire. Il s'agit en effet
de réduire directement le travail de cet opérateur a la simple multiplication
matricielle.

Exercice 6.8 On veut vérifier que le g-laplacien est une matrice symétrique. Soit D une
matrice diagonale et W une matrice symétrique. Montrer que D — W est symétrique.

Les éléments hors de la diagonale sont ceux de —W qui est elle-méme symé-
trique. Donc,
A=—-(D-W)

est symétrique. Sinon, en utilisant les propriétés de la transposée, on a
AT=—D-MT=-DT-WwhH=-D-w) =4,

ot on a respectivement utilisé le fait que tant W que D sont des matrices
symétriques.

Exercice 6.9 Calculer la base orthogonale ® de vecteurs propres du g-laplacien A = —(D -
W) de l’exercice 6.7.

37



Note :

pour calculer les vecteurs propres, utilisez un logiciel de calcul!

On veut donc calculer 3 vecteurs propres de

=8 I =2
A=|1 0 -1
2 -1 -1

Avec un logiciel, on calcule directement

) _(_3+v7 2 T
(pl_( 1+\/7’1+\/7’1)

_(_3=v7 _-2 T
' (pz—( 1+\/7’1+\/7’1)
- p3=(1,1,DT

Donc, une base orthogonale de vecteurs propres est donnée par

d= {(Ply(PZ; (PS} .

Exercice 6.10 Nous avons développé une g-théorie de Fourier qui nous a permis de défi-

nir la transformée de Fourier et son inverse par

et

respectivement. Dans les expressions ci-haut, ¢ est le k—eme vecteur propre de A. En

FP =fk) =Y fi)- D)
i=1

n

FHHO=Fi) =Y Fk)-drld),
k=1

notation matricielle, on a

a.

f=0"f, f=0f.

On travaille toujours avec le graphe G de 'exercice 6.7. Soit un signal d’entrée

f € L(V) donné par f = (1,1,3)T. Calculer f.
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On pose ® la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres de l'exercice
1

précédent et f = (1) . Alors, la transformée de Fourier de f est

3
X ¢1-f
f=0"f=|p:f|.
@3- f

b. Soit maintenant un filtre k € L?(V), donné par h =(1,1,0). Calculer h.

\

Similairement,

~ (pl.h
h=0Th=|¢,-h|.

@3-h

c. Calculer la convolution f * h.

On utilise finalement le théoréme de la convolution pour obtenir

frh=F"=(f+h)

(@1-)-(p1-h)
=D| (p2-f)-(p2-h)|.
(@3- f)- (@3- h)
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7 REDUCTION SPECTRALE DE LA DIMENSION

Exercice 7.1 On considere la matrice symétrique A donnée par

1 1 2
A=11 2 -1].
2 -1 1
1

a. Soitle vecteur u = (2) . Calculer le quotient de Rayleigh 2 4 (u).
1

r

On rappelle que le quotient de Rayleigh est défini par

ul Au
ulu

Za(u) =

5
On calcule d’abord Au = (5) . Donc
1

ulAu=1-5+2-5+1-1=16.

De plus,
ulu=lull®=1*+2*+1*=6.

Donc, le quotient de Rayleigh demandé est Ra(u) = % = %.

b. ATaide d’'un logiciel de calcul, trouvez les modes propres (i.e. les vecteurs et va-
leurs propres) de la matrice A.

On obtient
11 = 3, ﬂz = 2.56, /13 =~ —1.56

et des vecteurs propres correspondants sont

1 -1 -1
@1=(0], p2=]-3.56|, p3=10.56].
1 1 1

On remarque enfin qu'on peut vérifier que ces vecteurs propres sont ortho-
gonaux entre eux.

c. Pour chacun de ces vecteurs propres ¢;, i = 1,2, 3, calculer le quotient de Rayleigh
Z A(@i). Que remarquez-vous?
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On calcule directement

3
Ap1 =391 =10
3

et donc (plTA(pl =6 de telle sorte que

T
¢ Ap1 6
Ralp1) = lT =—=3=1,.
o o1 2

De maniere générale, si on a Au = Au, alors on obtient

ufAu  uTlu ulu
Za(u) = = =1 =

= =A.
ulu ulu ulu

Exercice 7.2 On considére le nuage de points x¥, i = 1,2, ..k suivant dans R? :
N ={(1,1);(2,3);(0,0);(-1,-2),(3,4); (1,0)}.

a. Représenter graphiquement le nuage de points dans le plan.

Notre nuage de points est le suivant :

y

.

b. Procéder al’analyse en composantes principales de N. Combien de composantes
principales possede-t-il?
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On forme d’'abord la matrice

1 1
xW 2 3
e x@ _[o o .
-1 -2
x® 3 4

1 0

On peut ensuite considérer la matrice carrée de dimension 2

1 1
2 3
120 -13 10 o0 16 21
Ty _ —
XX‘(130 —240) -1 -2 _(21 30)‘
3 4
1 0

Les composantes principales w'V et w'® sont les espaces propres de X* X.

Ona
0.7 -1.4
1 _ 2) _
w —(1), w —( 1 )

c. Utiliser la premiere composante principale pour définir 'application de réduction
de la dimension

I, :R? - R.
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Lespace engendré par la premiere composante principale est la droite L
d’équation y =1.4-x.

y=14x

Lapplication de réduction de dimension est la projection orthogonale sur
cette droite. Plus précisément, on a

M, :R> - L=R

avec
@

x — proj; x.

\

d. Utiliser la projection IT; pour projeter le points x® sur un espace de dimension 1.

Puisque x® appartient a la droite L, sa projection sur celle-ci est triviale.
On a donc
projo(?’) =(0,0).

Exercice 7.3 On considére un nuage contenant m points de R”.

a. Au plus, combien de composantes principales possede-t-il?

[ Au plus n composantes principales.

b. On veut définir une projection IT; pour réduire la dimension vers R¥. Quelles sont
les valeurs possibles pour k?

[ Il faut bien siir que k soit strictement plus petit que n.
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Exercice 7.4 On considere le nuage contenant les 4 points suivants
(1,2);(2,1);(0,0);(1,0).

On se propose de développer I'algorithme de Belkin-Niyagi pour réduire la dimension de
ces points en les projetant sur un espace de dimension 1.

a. Calculer les distances entre les points et déterminer si chaque paire potentielle fait
partie de 'ensemble & des arétes en fixant le seuil a € = 2.

e

On calcule les distances
d(i, j) = 1x - x|
entre x et x) pour toute pairei, j aveci# j. Ona
- d1,2)=(1-2%+@2- 1)2)% =V2=14l<e=2 v (1,2)€8.
- d(1,3)=(%+ (12)% =V5>e=2.

2<e=2 v (1,4 €é.

. d(1,4):((1—1)2+(2—0)2)%
- d2,3)=V5>¢.
: d(2,4):((2—1)2+(1—0)2)% V2r1l4lse=2 v (2,4)€é.

- d@3B3,4)=1<e v (3,4)€é.

b. En utilisant les noyaux de la chaleur, assigner un poids a chacun des éléments de
&.

On rappelle que la technique du noyau de la chaleur pour fournir un poids
entre deux sommets connectés d’'un graphe vise a établir une analogie avec
la quantité de chaleur qui pourrait se transmettre entre les deux. On définit

la quantité suivante
d%(i, )

Wij=e

ot t > 0 est le temps écoulé de diffusion de la chaleur. On fixe ici
r=1
pour simplifier les calculs. On a donc
- Wiz=e?~0.14.
- Wig=e*=0.02.

- Woy=e?=0.14.
- Way=e1=0.37.
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c. Calculer les degrés des sommets pour construire la matrice diagonale des degrés,
la matrice d’adjacence des poids et enfin trouver les modes propres du laplacien
normalisé A sur ce graphe.
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On calcule d’abord les degrés :

- deg(1) =0.14+0.02 = 0.16.

- deg(2) =0.14+0.14 = 0.28.

- deg(3) =0.37.

- deg(4) =0.02+0.14 +0.37 = 0.53.

La matrice D est simplement la matrice diagonale de dimension 4 telle que
Dii = deg(i), I = 1,...,4.

Donc A = D—W et on considere l'équation aux valeurs propres normalisée
sur ce graphe
Agp = ADep.

On note d’abord que cette équation peut-étre réécrite ainsi

(D7'A) ¢ = Ag.
On calcule d’'abord
0,16)7! 0 0 0
1. 0 0,28)7! 0 0
0] = 0 0 0,37)7! 0
0 0 0 0,57)71

0,16 -0.14 0 —0.02

-0.14 0,28 0 —0.14
0 0 0,37 —-0.37

-0.02 -0.14 -0.37 0.53

1 -0.5 0 -0.04
-0.88 1 0 -0.26

0 0 1 =07
-0.13 -0.5 -1 1

On obtient
0:A0< M 20.46</12%1.6</13:2.

Les vecteurs propres correspondants sont

0.2 0.5 0.5 0.1

0.3 0.5 0.6 ~03
Po=1os|" P T 06”27 05 "7 | -05]

0.7 —0.4 —0.4 0.7
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d. Définir la projection spectrale ainsi obtenue.

Suivant l'algorithme de Belkin-Niyogi, on définit la projection I, : R> — R
par .
2V = 1)
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8 AUTOENCODEURS VARIATIONNELS

Exercice 8.1 Calculer I'entropie H des distributions probabilistes suivantes. On rappelle
que 'entropie d'une distribution discrete est donnée par

H(p) =-)_ p(x;)1og,(p(x;).
i

Pour la version continue supportée sur R, il faut remplacer la somme par une intégrale et
on obtient

H(p) = —pr(x)logz (p(x)) dx.

a. Ladistribution du lancer d'une piece de monnaie équilibrée.

On définit les événements
x1 = "pile", xo = "face".

On a évidemment ]
p(x1) = px) = 5"

Donc, l'entropie H de p est donnée par

1 1
H(p) = zlogZ(Z)ElogZ(Z) =1.

b. La distribution d'un lancer de dé a 6 faces.

-
On définit I'événement
x(i) = "obteniri’",

etonap(x;) = %. Lentropie H de la distribution p est donnée par

6 1
H(p) =- Z p(x;)log, p(x;) =6 (5 log, (6)) ~2.6.
i=1

c. Ladistribution p(x) décrite par la fonction de masse suivante

(1) = 1 B 3 3 1
p(x1) = g» p(x2) = g, p(x3) = E

48



On calcule directement
3

H(p)=-) p(x)log(p(xi)

i=1
1 3 8) 1
= §10g2(8) = glog2 5 + ElogZ(Z)
1 3 1
=—.3+=-(141)+--2
8 8 2

~1,4.

d. Une distribution discréte uniforme supportée sur n événements, i.e.

1
p(x;)=—, pouri=1,2..n.
n

On utilise l'uniformité de la distribution pour directement calculer

H(p)=-

e 1
p(xi)log,(p(x;)) =n (; logz(n)) =log,(n).
i=1

Dans un tel contexte de distribution uniforme, on constate donc que l'en-
tropie est monotone croissante en n.

.

e. Une gaussienne N(0, 1), c’est-a-dire une loi normale centrée réduite.

La densité p(x) de la normale centrée réduite N(0,1) est

NF‘N

|
px) = Ee

Ainsi, l'entropie de cette gaussienne est

—f p(x)log(p(x)) dx = 1.42.
R

Exercice 8.2 Soit les distributions discretes p, g, r supportées sur 'ensemble {1,2,3} et
respectivement données par les fonctions de masse suivantes

1
p()=p2)=p@3)= 3’

(D)= (3)—l (2)—g
g =q) =542 =7

et

1) = (2)—i (3)—§
r)=r@=5r@=¢
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On rappelle que I'entropie croisée d'une distribution g par rapport a une distribution p
est donnée par

H(p,q) =-)_p(xi)log,(q(x:)).
i

De plus, la divergence de Kullback-Leibler est donnée par

Dki(pllq) = H(p,q) — H(p).

Calculez les quantités demandées.

a. H(p,q).

e

On calcule directement

3
H(p,q) = —Ex-p(log, q) = = Y p(x:)1og,(g(x:))
i=1

1 6

~ 2.48.

b. H(p,r).

r

Cette fois-ci, on a
3
H(p,q) = —Ex~p(log, q) = = Y_ p(x;)10g,(q(x;))
i=1
1 3
== log, 6 +log, 6 +1og, 2

=~ 1.92.

c. H(q,p).

Cette fois-ci, on a
3
H(p,q) = —Ex~q(og, p) = =Y _ q(x;)log,(p(x;))
i=1

1 2 1
= élog2 (3)+ glog2 3)+ élog2 3)
~ 1.58.

\

d. Dgr(pllp).
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On calcule directement la KL-divergence

Dk (pllp) = H(p,p) - H(p) = H(p) - H(p) = 0.

e. Dir(pllg).
Ici, ona
Dir(pllq) = H(p,q) — H(p) =1.92-1og,(3) = 0.36
f. Dkr(qllp).
Ona
Dx1(qllp) = H(q,p) — H(q) == 0.33
g. Dkr(pllr).
Finalement,
Dir(pllr)=H(p,r) - H(p) == 0.9.

Exercice 8.3 Donnez les 4 distributions théoriques sous-jacentes au développement d'un
autoencodeur variationnel et indiquez de quelle maniere elles sont reliées entre elles par
le théoréme de Bayes.

On a les distributions théoriques suivantes

- p(x) : évidence.
- p(x|z) : vraisemblance.
- p(z|x) : postérieure.

- p(z) : antérieure.

Dans ce contexte, on considere x comme une donnée et z comme une va-
riable latente. C'est le théoréme de Bayes qui nous permet de relier ces dis-
tributions théoriques, via la formule

p(x|z2)p(2)

p(zlx) = e

© Guillaume Roy-Fortin, 2024.
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